53. Österreichische Mathematik-Olympiade
Kurswettbewerb für Fortgeschrittene 
12. März 2022
Lösungen

1)
Man bestimme alle Quintupel reeller Zahlen, die folgendes Gleichungssystem erfüllen:
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LÖSUNG: Ausmultiplizieren und umordnen ist sinnvoll:
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Dies kann man zu vier quadratischen Termen umformen:
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Da quadratische Terme nicht negativ sein können, ist die einzige Möglichkeit, dass jedes Quadrat Null ist. 
Wir erhalten:
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Einsetzen in die erste Gleichung ergibt: 
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Das (einzige) Lösungsquintupel lautet also
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Die (hier nicht notwendige) Probe bestätigt die Korrektheit.
2)
a) Man zeige, dass für den Flächeninhalt jedes Tangentensechsecks ABCDEF mit Inkreisradius r folgendes gilt:
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LÖSUNG: In jedem Tangentenvieleck gilt: 
[image: image10.wmf]s
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wobei s der Semiperimeter (= halber Umfang) ist.

(Beweisskizze: Verbindet man die Ecken mit dem Inkreis​mittelpunkt I, dann erhält man Dreiecke mit r als Höhe) 
Weiters sind die Tangentenabschnitte von den Ecken zu den Berührpunkten jeweils gleich groß 
(Eistütensatz = Chinesen​hütchensatz), also 
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Daher gilt 
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Bemerkung: In der Grafik ist das Sechseck also in sechs Deltoide unterteilt. 
Dies sind Deltoide mit Umkreis (Satz von Thales)
2)
b) Man zeige, dass in jedem konvexen gleichschenkeligen Tangententrapez ABCD mit den parallelen Seiten 
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 und 
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 für die Diagonalen e folgende Beziehung gilt:
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[image: image67.emf]LÖSUNG: Wir zeichnen in C die Höhe ein, wir benennen den Fußpunkt F.

Analog wie in 2a) gilt 
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Wir erhalten 
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Weiters gilt: 
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Die Dreiecke AFC und FBC sind rechtwinkelig.
Der Satz von Pythagoras in FBC liefert: 
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Der Satz von Pythagoras in AFC liefert: 
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3)
Man bestimme alle Tripel reeller Zahlen, die folgendes Gleichungssystem erfüllen:
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LÖSUNG 1: Mithilfe der symmetrischen Polynome 
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 und daher 
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 lässt sich schnell eine Ersatzgleichung finden:
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 wird zu 
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Für rationale Lösungen kommen nur die Teiler von 24 in Frage. 

Nach (vermutlich längerem) Probieren findet man: In der Tat ist t1 –6 eine Lösung dieser Polynomgleichung. Wir erhalten folgende Zerlegung: 
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Die anderen beiden Lösungen der Polynomgleichung sind irrational: 
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Die Lösungsmenge des Gleichungssystems sind die sechs Permutationen der drei Lösungen dieser Polynomgleichung, also von 
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LÖSUNG 2: (Substitutionsmethode für zwei Variablen)

Aus 
[image: image31.wmf]24
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 folgt sofort, dass in Lösungen alle Variablen ungleich 0 sein müssen.

Weiters gilt: 
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Quadrieren ergibt: 
[image: image33.wmf]yz

x

z

y

x

z

yz

y

2

2

2

2

2

2

2

2

-

=

+

Û

=

+

+


Andererseits: 
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Diese beiden Ergebnisse gleich setzen ergibt: 
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Multiplikation mit 
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 und Division durch 2 ergibt: 
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Wegen 
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 erhalten wir die Gleichung dritten Grades 
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Die drei Lösungen sind 
[image: image40.wmf]{
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. Wegen der Symmetrie sind die Lösungstrippel die Permutationen der drei Lösungen. (Einsetzten in das Gleichungssystem ist nicht nötig.
Da bei dieser Methode quadriert wurde, muss die Probe durchgeführt werden!

Bemerkung: In der Tat würde diese Methode bei 
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 liefern, und daher für x die gleichen Lösungen – aber dieses System ist nicht symmetrisch!

4)
Man zeige, dass für alle ganzen Zahlen n der Wert von 
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 durch 12 teilbar ist. 
Kann man die Zahl 12 durch eine größere ersetzen? 
Man bestimme den maximalen Wert M, für den M | P(n) für alle ganzen Zahlen n gilt.
LÖSUNG 1: Wir faktorisieren sowohl den Teiler als auch das Polynom: 12 = 22·3 und 
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Wir zeigen, dass P(n) sowohl durch 3 als auch durch 4 teilbar ist:
· 
[image: image45.wmf]0
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 mod 3 ⇒ 3 | n, n – 3 und n + 3
· 
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Falls n gerade ist, sind drei Faktoren gerade, wenn n ungerade ist, sind zwei Faktoren gerade.
Wegen P(1) = 120 gilt 
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. In der Tat gilt M =120, was wir noch zeigen:
Die Teilbarkeit durch 3 ist bereits gezeigt.
Die Teilbarkeit durch 8 ist für gerade n auch bereits oben begründet.

Für ungerade n gilt: 
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 mod 8 (Wissen aus dem Kurs)

oder 
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. Die Faktoren n – 1 und n + 1 sind zwei aufeinander folgende gerade Zahlen, davon ist genau eine durch 4 teilbar.

Es fehlt noch die Teilbarkeit durch 5:
· 
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LÖSUNG 2: Wir zeigen sogar die Teilbarkeit durch 24:

Wegen 
[image: image62.wmf](
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 genügt es zu zeigen, dass 
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 durch 3 und 8 teilbar ist. 

Da 
[image: image64.wmf](
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 ein Produkt von drei aufeinander folgenden Zahlen ist, 
ist die Teilbarkeit durch 3 klarerweise gegeben.
Falls n gerade ist, dann ist n3 durch 8 teilbar.
Falls n ungerade ist, dann ist n2 – 1 durch 8 teilbar.
Wegen P(1) = 120 = 24·5 fehlt nur noch die Teilbarkeit durch 5
Wiederum können wir Summanden abspalten: 
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)

n

n

n

n

n

n

n

n

P

145

25

144

25

3

5

3

5

+

-

-

=

+

-

=


Es genügt zu zeigen, dass 
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Dies gilt klarerweise wegen des kleinen Satzes von Fermat, da 5 prim ist.

Bemerkung: Natürlich könnte man die fünf möglichen Reste untersuchen analog der Lösung 1.










_1712485439.unknown

_1712503961.unknown

_1712505201.unknown

_1712505670.unknown

_1712505929.unknown

_1712505972.unknown

_1712506121.unknown

_1712506727.unknown

_1712506816.unknown

_1712506262.unknown

_1712506039.unknown

_1712505948.unknown

_1712505896.unknown

_1712505921.unknown

_1712505869.unknown

_1712505413.unknown

_1712505590.unknown

_1712505133.unknown

_1712505181.unknown

_1712504923.unknown

_1712505100.unknown

_1712504686.unknown

_1712504195.unknown

_1712492607.unknown

_1712503453.unknown

_1712503659.unknown

_1712503696.unknown

_1712503529.unknown

_1712502437.unknown

_1712502687.unknown

_1712502138.unknown

_1712491901.unknown

_1712492222.unknown

_1712492271.unknown

_1712492359.unknown

_1712492129.unknown

_1712491570.unknown

_1712491847.unknown

_1712491446.unknown

_1709545284.unknown

_1709575413.unknown

_1709575890.unknown

_1709576099.unknown

_1709575822.unknown

_1709575208.unknown

_1709575325.unknown

_1709575060.unknown

_1709544792.unknown

_1709545076.unknown

_1709545229.unknown

_1709544889.unknown

_1708143600.unknown

_1708486814.unknown

_1709544579.unknown

_1708144350.unknown

_1708144784.unknown

_1708144214.unknown

_1394031247.unknown

_1394031285.unknown

_1394031020.unknown

