53. Österreichische Mathematik-Olympiade
Junior-Kurswettbewerb
Lösungen

3. Juni 2022
1) Für die ganzen Zahlen a, b, c und d gelte folgende Bedingung:

[image: image20.emf]
(*)

   a)
Man zeige, dass das Produkt abc immer durch 42 teilbar ist.

   b)
Man finde ein Quadrupel (a,b,c,d), welches die Bedingung (*) erfüllt.
LÖSUNG: 

a) Wegen 42 = 2·3·7, genügt es zu zeigen, dass abc durch 2, 3 und 7 teilbar ist.

· 
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, daher ist b gerade.
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, daher gilt 7 teilt a.
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, daher gilt 3 teilt c.
b) Es gibt unendlich viele Lösungen. 
Wenn a, b und c die Bedingung aus a) erfüllen, kann man d meist geeignet berechnen – eventuell muss man die drei Startzahlen vergrößern, damit die Teilbarkeit durch 84 gegeben ist.

Oder: Wegen 66·35 = 70·33 = 2310 und 63·4 = 84·3 = 252 erhält man das Quadrupel (35, 4, 33, 3)

Man kann das kgv(66, 84, 70, 63) = 2·2·3·3·5·7·11 verwenden und jedes einzelne Produkt ergänzen: Man erhält (210, 220, 198, 165).

Weitere Lösungen sind z. B.: (210, 222, 201, 169), (35, 6, 36, 3), (0, 2, 3, 4).
Valentina war besonders schlau und „erschlug“ diese Aufgabe mit dem laut Angabe erlaubten Quadrupel (0, 0, 0, 0) – was nicht im Sinne des Autors der Aufgabe war, aber völlig korrekt!
2) Der Flächeninhalt des Quadrats ABCD sei 60 cm2. 
E sei der Halbierungspunkt von AB und F sei der Halbierungspunkt von BC.
S sei der Schnittpunkt von EC und FD.
   a)
Man bestimme die Flächeninhalte der Vierecke AESD und ABFS.

   b)
Man begründe, dass das Viereck AESD einen Umkreis hat und beschreibe die Lage des Mittelpunktes dieses Umkreises.
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LÖSUNG:
Die Dreiecke EBC und FCD sind kongruent und jeweils ein Viertel der Gesamtfläche, haben also 15 cm2 Flächeninhalt.
EC und FD stehen normal aufeinander! 
Begründung: Drehung der kongruenten Dreiecke EBC zu FCD – oder Winkeljagd: 
 = ∢BEC = ∢DCE (Parallelwinkel) und 
( = ∢ECB = ∢FDC (kongruente Dreiecke). 
 + ( = ∢ECB + ∢DCE = 90°, daher muss ∢CSD = 90° gelten.
Damit ist Teil b) gelöst: Wegen des Satzes von Thales ist ED der Durchmesser des Umkreises von AESD (und der Mittelpunkt ist der Halbierungspunkt von ED
Weiters sind die Dreiecke SFC und SCD ähnlich mit Seitenverhältnis 1:2, also Flächenverhältnis 1:4. Daher gilt A(SFC) = 3 cm2 und A(SCD) = 12 cm2
A(AESD) = A(ABCD) – A(EBC) – A(FCD) + A(SFC) = 60 – 15 – 15 + 3 = 33 cm2.
Weiters gilt: A(BFS) = A(FCS) = 3 cm2 (gleiche Basis, gleiche Höhe) 
und analog A(AES) = A(EBS) = 12 cm2 – 3 cm2 = 9 cm2. Wir erhalten: 
A(ABFS) = A(AES) + A(EBS) + A(BFS) = 9 cm2 + 9 cm2 + 3 cm2 = 21 cm2.
[image: image19.emf]Bemerkung (alternative Lösungsidee „Fliesenmathematik“ = Parkettierung): 
Wenn man alle Seiten des Quadrats halbiert und weiters analog mit den Ecken verbindet, entsteht das Viereck STUV (ein Quadrat), dessen Flächen​inhalt ein Fünftel des großen Quadrats, also 12 cm2 beträgt.
Die Gesamtfläche setzt sich aus 20 kleinen Dreiecken mit Flächeninhalt 
3 cm2 zusammen.
3) Man ermittle in folgender Gleichung alle ganzzahligen Werte von p, 
sodass die Lösungsmenge zwei ganze Zahlen enthält:
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    Zu jedem geeigneten Wert p soll auch die Lösungsmenge angegeben werden.
LÖSUNG 1: Zunächst sind die drei binomischen Grundformeln anzuwenden:
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Laut Satz von Vieta gilt hier: 
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Wegen 18 = 1·18 = 2·9 = 3·6 gibt es mit den negativen  Faktorisierungen  
sechs geeignete p-Werte:
	p
	–19
	–11
	–9
	+9
	+11
	+19

	L
	{–1, –18} 
	{–2, –9} 
	{–3, –6} 
	{+3, +6}
	{+2, +9}
	{+1, +18}


LÖSUNG 2 (Kubicek): Da 0 keine Lösung sein kann, kann man die Gleichung umformen zu: 
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. 
Die Zahl 18 hat sechs positive und sechs negative Teiler – man erhält paarweise gleiche p-Werte und daher dieselbe Lösungsübersicht wie oben.

Zum Beispiel: 
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4) Man zeige, dass für alle positiven reellen Zahlen folgende Ungleichung gilt:
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Wann gilt Gleichheit?
Vorbemerkung: Da alle Variablen positiv sind, sind die Klammerterme positiv.
LÖSUNG 1: Division der Ungleichung durch 4 ergibt:
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Wir haben eine Ungleichung der Form 
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, die im MOL-Kurs bewiesen wurde. Gleichheit gilt für a = b = c, d. h. x = 4z und y = 2z.    □
Beweisideen für die Ungleichung aus dem Kurs:

· 
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· Oder Ausmultiplizieren:
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Diese Ungleichung gilt klarerweise wegen 

„Zahl + Kehrwert einer Zahl beträgt mindestens 2“ (auch im Kurs bewiesen)
oder Ergänzen auf Quadrate.

LÖSUNG 2 (skizziert):
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Es lässt sich zeigen, dass jeder der drei Klammerterme mindestens 8 beträgt (Ideen wie oben)

Zum Beispiel
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